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Abstract

Plant with unstable zeros is known as difficult to be controlled because of initial undershoot of step response and unstable poles

of its inversion system. There are two reasons why plant has unstable zeros in discrete time domain: 1) non-collocation of actuators

and sensors, 2) discretization by zero-order-hold. Problem 2) has been solved by multirate feedforward control proposed by our

research group. This paper extends this method to solve problem 1) by the state variable reference generation based on time axis

reversal. The validity of the proposed methods is demonstrated by simulations.
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1. はじめに

伝達関数の分母多項式の根を極，分子多項式の根を零点
という。さらに，連続系であれば右半面，離散系であれば
単位円外にあれば不安定極・不安定零点とよぶ。不安定零
点がある制御対象は，Fig. 1のようにステップ応答が逆応
答をもつ問題 (1)，またフィードフォワード制御のための逆
システムが不安定極をもつ問題があるため，制御しにくい
対象として知られている。制御対象の離散時間系における
零点は，1)連続時間系の零点に対応する零点である真性零
点 (2) (3)，2)離散化により生じる離散化零点 (4)，の 2種類に分
けられる。
伝達関数の極は，制御対象の状態空間表現における A行

列，例えば剛体の力から位置までのプラントであれば質量・
粘性・剛性により決定される。それに対し，零点は A, b, c

行列により決定される。つまり，質量・粘性・剛性のみで
なく，センサやアクチュエータの位置や特性が零点を決定
する (5)。そのため，“制御しやすい” 零点配置となるように，
アクチュエータやセンサ位置を決定する「機構と制御の統
合設計」が行われている (6)～(8)。例えば，アクチュエータや
センサを剛体モードに対して冗長に配置することで，干渉
特性の零点を操作する研究も行われている (9)。また，共振の
位相を剛体モードと同相化することで，制御帯域を高帯域
化する機構と制御の統合設計法の研究もなされている (10)。
ところが，アクチュエータやセンサ配置を変更すること

ができず，不安定零点を持つことが避けられない制御対象
も存在する。例えば，半導体露光装置においては，レンズ
座標系に対して高速高精度位置決めすることが求められて
いる。しかし，ウエハステージの位置により，レンズ座標
系における零点は安定零点・不安定零点と入れ替わり，最
小位相系・非最小位相系と変化する (11)。そのため，制御対
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Fig. 1 Step response comparison.P1 is 1st order transfer func-

tion without unstable zero .P2, P3, P4 have one, two, three unsta-

ble zero(s) as shown in the legend of the figure. Step responses of

the system with unstable zero(s) make undershoot.

象が不安定零点を含むことは避けられない。その他には，
Hard disk drive (HDD)(12)や，昇圧コンバータ (13)，永久磁石
同期モータ (14)も連続時間系において不安定零点を持つこと
が知られている。この場合，離散化すると真性零点が不安
定零点となる。
連続時間系の伝達関数において不安定零点を持たない場合

でも，相対次数が 2次を超える場合は離散化零点が不安定零
点になることが知られている (4)。そのため制御対象の逆系が
不安定となり，完全追従 (15)を達成することができない。この
問題に対応するため，離散時間で表現された制御対象の近似
逆系に基づくフィードフォワード制御系が提案されている。
例えば，nonminimum-phase zeros ignore (NPZI)法 (16)，zero-

phase-error tracking controller (ZPETC)法 (15)，zero-magnitude-

error tracking controller (ZMETC)法 (17)が提案されてきた。そ
の他のアプローチとしては，既約分解表現に基いて入力整
形フィルタとフィードフォワード制御器に FIRフィルタを
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使用する研究 (18)～(20)がなされている。この手法は，制御対
象の零点に基づく FIRフィルタで整形された指令値に対し
ては完全追従できるが，オリジナルの指令値には完全追従
できない。これらの手法は，離散時間系において設計され
るため，真性零点と離散化零点の問題を同時に扱おうとし
ていることに注意されたい。
近似逆系を用いない手法として，未来の指令値を予見し

(preview)，指令値が変化するよりも早く制御入力を印加す
る (preactuation)ことにより離散時間系における不安定零点
に対処する研究がなされている (21) (22)が，これらの手法も不
安定な真性零点と不安定な離散化零点を同時に対処しよう
としている。一方で，連続時間に基づくアプローチも提案
されている (23)。文献 (23)における手法は，連続時間におい
て制御対象と目標軌道からなる微分方程式を解く必要があ
る。また，離散化零点の議論はなされていない。
本稿で提案する手法は，不安定な真性零点と離散化零点

を，一切の近似を用いずに別々に対処し，安定な制御入力
を生成することを特徴とする。連続時間系の不安定零点に
起因する不安定な真性零点がある制御対象に対し，時間軸
反転を用いることで安定な状態変数指令値を生成する。本
提案手法は，プラントの次数を nとした時に，目標軌道の
n− 1次の微分値まで与えられるのであれば，どのような目
標軌道であっても適用することが可能である。次に，離散
化零点はマルチレートフィードフォワード制御法 (24)により
近似を用いず安定化され，状態変数指令値に完全追従する
制御入力を生成する。
最後に，本稿では preactuationおよび postactuationと連

続時間系における不安定零点・安定零点の関係を明らかに
する。

2. 従来のマルチレートフィードフォワード制御法 (24)

第 1章で述べたように，離散時間系の伝達関数には真性
零点と離散化零点の 2種類がある (2) (3)。連続時間系において
不安定零点を持たない場合，真性零点は安定になる。とこ
ろが，相対次数が 2次よりも大きい場合，離散化零点は不
安定零点になり (4)，外乱やモデル化誤差がない場合であっ
てもシングルレート制御系の枠組みでは完全追従 (15)は達成
することができない。
マルチレート制御系の枠組みでは，離散化零点が不安定零

点であっても，安定な逆系を設計でき，状態変数指令値に対
して完全追従する制御入力を生成することができる (24)。第 2

章では本手法を紹介する。本手法は，超精密ステージ (25) (26)，
HDD (12)，Atomic force microscope (AFM)(27)，工作機械 (28) (29)

などに適用されている。しかしながら，本手法であっても
連続時間系において不安定零点を持つ場合，状態変数指令
値が発散するため，連続時間系において近似を行う必要が
ある (12)。この問題は，第 3章に示す時間軸反転による状態
変数指令値生成により解決する。

〈2・1〉 定 義 連続時間系におけるノミナルプラ
ントを式 (1)に示す。

Pc(s) =
N(s)
D(s)

=
cmsm + cm−1sm−1 + · · · c0

sn + an−1sn−1 · · · a0
· · · · · · · · · · · · (1)

ẋ(t) = Acx(t) + bcu(t), y(t) = ccx(t) · · · · · · · · · · · · · · · · (2)

式 (1)を可制御正準系で実現し，状態変数 xおよび Ac, bc, cc

行列を式 (3)に定義する。

x =



x1

x2

...

xn


, Ac =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

. . .

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


bc =

[
0 0 · · · 1

]T
cc =
[
c0 c1 · · · cm 0 · · · 0

]
· · · · · · · · · (3)

ここで，nおよび m(< n)はそれぞれ D(s)と N(s)の次数を
表す。式 (2)に示す連続時間状態方程式をサンプリング周
期 Tuで離散化し，式 (4)を得る。

x[k+ 1] = Asx[k] + bsu[k], y[k] = csx[k] · · · · · · · · · · · (4)

ただし，As, bs, csを式 (5)により求める。

As = eAcTu , bs =

∫ Tu

0
eAcτbcdτ, cs = cc · · · · · · · · · · · (5)

〈2・2〉 状態変数指令値 xdの生成 出力 y(t)が指令値
r(t)に追従するためには，式 (2)より状態変数指令値 xd は
式 (6)を満たしている必要である。

r(t) = ccxd(t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (6)

連続時間系の伝達関数に零点を持たない制御対象の場合，
状態変数指令値 xd = [x1d, x2d, · · · , xnd]Tは，cc = [c0, 0, · · · , 0]

を考慮すると，式 (6)より xd =
1
c0

[r, sr, · · · , sn−1r]T となる。
例えば，制御対象が 0/2次の剛体である場合，状態変数指
令値は位置と速度に相当する値となる。
そこで，連続時間系に零点を持つ場合，状態変数指令値

は式 (7)のように導出する (12) (24)。

xd(t) =
∫ t

0
f (t − τ)r(τ)dτ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (7)

ただし， f (t) は L̄ を片側 Laplace変換としたとき f (t) =

L̄−1
[

1
N(s)

]
で定義される。また，r(t)を式 (8)に定義する。

r(t) =
[
r1(t) r2(t) · · · rn(t)

]T
=
[
1 s · · · sn−1

]T
r(t)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · (8)

式 (7), (8)において，目標軌道 r(t)の n− 1回微分が与えら
れれば xd(t)を求めることができる。
しかし，連続時間系の伝達関数に不安定零点を持つ場合，

1
N(s) は不安定となり， xd(t)が発散する問題がある。この問
題は第 3章に示す時間軸反転により解決する。
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Fig. 2 Multirate sampling period.

〈2・3〉 フィードフォワード制御入力 uo生成 不安定
な離散化零点の問題は，マルチレートフィードフォワード
制御法 (24)により解決する。ここで，Fig. 2に示すように 3

つの周期を考える。Ty，Tr は出力 y(t)，目標軌道 r(t)に対
するサンプリング周期，Tuは制御入力 u(t)に対するホール
ド周期を表す。ここで本稿では Tr = nTu = nTyと設定する。
式 (4)をマルチレート化し，式 (9)を得る。

x[i + 1] = Ax[i] + Bu[i], y[i] = cx[i] · · · · · · · · · · · · · · · (9)

ただし，A, B, c, i について式 (10)のように定義する。

A = An
s, B =

[
An−1

s bs An−2
s bs · · · Asbs bs

]
c = cc, x[i] = x(iTr )

· · · · (10)

ここで式 (9)は t = iTr = kTuから t = (i + 1)Tr = (k+ n)Tuの
状態遷移を計算することにより得られる。また，入力 uo[i]

を式 (11)に示す lifting form で定義する。

uo[i] =
[
u1[i] u2[i] · · · un[i]

]T
=
[
u(kTu) u((k+ 1)Tu) · · · u((k+ n− 1)Tu)

]T(11)

式 (9), (10)から，可制御であれば B行列が正則であるため，
フィードフォワード入力 uo[i] は式 (12)により求めること
ができる。ここで，Tr = nTu だけ previewした状態変数指
令値 xd[i + 1]を用いていることに注意されたい。

uo[i] = B−1(I − z−1 A)xd[i + 1] · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (12)

ただし，zは esTr を表す。
3. 時間軸反転による不安定な真性零点に対する安定逆
系の設計

〈3・1〉 時間軸反転法 連続時間の伝達関数に不安定
零点を持つ制御対象の場合，式 (7)による状態変数指令値
が発散するという問題がある。本章では，連続時間の不安
定零点を持つ制御対象に対する安定な状態変数指令値の生
成法について定式化する。
〈3・1・1〉 安定部と不安定部の分割 1

N(s) を安定極・不
安定極を持つ部分に分解する。

1
N(s)

=
1

Nst(s)
+

1
Nust(s)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (13)

また，L̄を片側 Laplace変換として， f st(t), f̄ ust(t)を式 (14)

に定義する (30)。ここで， 1
Nust(−s) は安定であることに注意さ

れたい。

f st(t) = L̄−1

[
1

Nst(s)

]
, f̄ ust(t) = L̄−1

[
1

Nust(−s)

]
· · · · · (14)

〈3・1・2〉 安定部の状態変数指令値生成 安定部の状
態変数指令値 xst

d (t)については，式 (15)を用いて生成する。

xst
d (t) =

[
xst

1d(t) xst
2d(t) · · · xst

nd(t)
]T

=

∫ t

−∞
f st(t − τ)r(τ)dτ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (15)

〈3・1・3〉 時間軸反転による不安定部の状態変数指令値生
成 不安定部の状態変数指定値 xust

d (t)は，時間軸を反転
した目標軌道 r(−t̄)と安定である f̄ ust(t̄)を畳み込み計算し，
さらにそれを時間軸反転することにより得られる (30) (31)。

xust
d (t) =

[
xust

1d (t)　 xust
2d (t) · · · xust

nd (t)
]T

=

∫ t̄

−∞
f̄ ust(t̄ − τ̄)r(−τ̄)dτ̄

∣∣∣∣
t̄=−t
· · · · · · · · · · · · · · · · (16)

〈3・1・4〉 状態変数指令値の導出 安定部分と不安定
部分の状態変数指令値を合計し，状態変数指令値 xd(t)を求
める。

xd(t) = xst
d (t) + xust

d (t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (17)

〈3・2〉 Preactuationと postactuationの考察 第 3.1節
に示した提案手法は，連続時間系における安定零点・不安定
零点と，目標値に追従するための postactuation, preactuation

の関係を明確に示している。式 (15)から，連続時間系の安
定零点がある場合，目標値の変化より後にフィードフォワー
ド制御入力が変化する postactuationが必要であることが分
かる。一方で，式 (16)から，連続時間系の不安定零点があ
ると指令値の変化より前にフィードフォワード制御入力が
変化する preactuationが必要であることが分かる。
一方で式 (12)から，不安定な離散化零点に対しては pre-

actuationでなく，nTu先の軌道を予見する previewによって
完全追従する制御入力を生成している。

4. シミュレーション例
〈4・1〉 シミュレーション条件 本稿では，Fig. 3に示
す，精密ステージの一例であるガントリステージ (7) (26) (32)を
模したモデルをもとにシミュレーションを行う。ここで，連
続時間系における制御対象の伝達関数を式 (18)に示す。

Pc(s) =
−(s− 140)(s+ 100)

s(s+ 2000)(s+ 2)(s2 + 20s+ 40000)
· · · · · · (18)

この伝達関数は，x軸方向の電流指令値から位置 xまでのモ
デルを想定している。Pc(s)をサンプリング周期 Tu = 100µs

の零次ホールドで離散化した伝達関数Ps[z]を式 (19)に示す。

Ps[z] =
K(z+ 3.547)(z− 1.014)(z− 0.9900)(z+ 0.2543)

(z− 1)(z− 0.9998)(z− 0.8187)(z2 − 1.998z+ 0.998)
(19)

Pc(s)のボード線図を Fig. 4，Pc(s)と Ps[z] の極零点配置
図をを Fig. 5に示す。連続時間系においては，Pc(s)は 1個
の安定零点と 1個の不安定零点を持つ。離散時間系におい
ては Ps[z]は真性零点を z= +0.99,+1.014に，また離散化零
点を z= −3.547,−0.2543に持つ。よって，Ps[z] は不安定な
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(measured)

Fig. 3 Simulation model.

This model assumes the gantry

type high-precision stage(7) (26) (32).

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

−300

−250

−200

−150

−100

−50

M
ag

n
it

u
d

e 
[d

B
]

 

 

Pc (s)

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

−90

0

90

180

270

Frequency [Hz]

P
h

as
e 

[d
eg

]

Fig. 4 Bode diagram ofPc(s).
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(a) Pc.
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(b) Pc zoom.
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(d) Ps zoom.

Fig. 5 Pole-zero map ofPc(s) andPs[z].

真性零点を 1個，不安定な離散化零点を 1個持つことが分
かる。
また，目標軌道を Fig. 6(a)に示すような 9次多項式で補

間されたステップ軌道で与える。ステップ時間は 0.02秒と
設定した。

〈4・2〉 シミュレーション結果 シミュレーションは
−0.5 s < t < 0.5 sの時間で行った。シミュレーション結
果を Fig. 6–8に示す。Fig. 6(a)は，出力 y(t)が目標軌道 r(t)

にアンダーシュート・オーバーシュートなく追従している
ことを示している。また，Fig. 6(b)は preactuation (t < 0 s)

と postactuation (0.02 s< t)が起きていることを示している。
目標軌道 r(t)と状態変数指令値 xd(t), xst

d (t), xust
d (t)を Fig. 7

と Fig. 8に示す。これらは，preactuationと postactuationは
xust

d (t) と xst
d (t) によって生じていることを示している。こ

こで xust
d (t)は第 3.1節に示したように，連続時間における

不安定零点 Nust(s)，xst
d (t) は連続時間系における安定零点

Nst(s)によって生成されている。また，不安定な離散化零点
(z= −3.547)は第 2章に示したマルチレート制御法によって
安定な逆系を設計している。以上から，提案法の有効性が
示せたといえる。

〈4・3〉 近似逆系を用いる NPZI, ZPETC, ZMETC 法と
の比較 本節では，離散時間領域における不安定零点に
対し，近似逆系で対処することの影響を示す。NPZI法 (16)，
ZPETC法 (15)，ZMETC法 (17)のシミュレーション結果を Fig. 9

に示す。サンプリング周期は Tu を用いた。ZPETCにおい
ては，零位相誤差を達成するために previewを用いた。
これらの 3手法はいずれもアンダーシュートを引き起こし

ている。以上から，preactuationを使わない場合，アンダー
シュート・オーバーシュートの大きさと整定時間にはトレー
ドオフがあることが分かる。

5. ま と め
本稿では，連続時間系において不安定零点を持つ制御対

象に対して新たな軌道追従制御法を提案した。離散時間領
域における零点は，1)連続時間領域に対応する零点がある
真性零点，2)連続時間領域に対応する零点を持たない離散
化零点，の 2種類がある。連続時間領域で不安定な零点を
持つ制御対象は，離散時間領域で不安定な真性零点を持つ。
一方で，連続時間領域の零点が安定であっても，相対次数
が 2次を超えている場合，離散化零点は不安定となる。
本稿における提案手法は，不安定な真性零点と不安定な

離散化零点を別々に取り扱うことを特徴とする。不安定な
真性零点について，目標軌道が変化するより前に制御入力
を変化させる preactuationにより生成された安定な制御入力
により対処される。この際の指令値は，時間軸反転により
計算さた状態変数指令値をもとに生成される。次に，不安
定な離散化零点は目標軌道を先読みする previewを用いる
マルチレートフィードフォワードにより安定な逆系が設計
される。本手法の有効性は，シミュレーションにより示さ
れた。
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Fig. 6 Feedforward simulation results of the proposed method. The reference position trajectoryr(t), the output position

y(t), and the feedforward forceuo(t).
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